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R6wm6. On etudJ¢ ¢~an~ , et amck  IYpa ,~ur  des graphes r~uhers. Les graphes h-r~guUers 
a'a)'ant mJ'~ "~k~:~.~ ~., I~s tous la mernc ~ i~tu .  il ~'aqg.! done de trouver la valeur minimum 
et h valetu maximum, l h ml~¢senlant l'~paismetu m~aimum d'un graph¢ h~tdgulneL on dtabli| 
dan, ¢et reticle que i h = I + I~-hJ powr to~z~ emier h ~, l .  S h peprghemant I'£'paissew maximum 
d'm I gtaphe/H~lgultef, on ctablit/galemenz qu¢ I + 1¼ (h + I )! ~ SA 'g I * 2[~ (h + I )] pout 
t,~m: entle~r h ~' l , e !  on vonjectute que.£ .= I + {~(h  + I ) ] .  
§ 1. Olifinitiom 
On cons~d~-r¢ dc~ graphes finis simples: c'est-~t-dire non orient,s, 
,,an:; bow:h: ni ar6t¢, multiple. On notera S~ I'ensemble des sommets 
d'un graphe Get  A 6 l'ensemble de ~s ar6tes. On po~ra 
IS¢: 1 = n. !A,~;l=m. 
tin graphe partwl  G' d'Ln graphe G est un graohe tel que 
(In appellcra h-d~comtu~siti~m platulire d'un graphe G non planaire un 
~:asemble de h graphes partiels planaires de G. { G ! . G 2 ..... G h }, tels que 
/, 
U G~=G. 
i=1 
* Versgm d~finit~ve revue le 7 ~v~ t971.  
148 M, Chein, $ur l'~paitscur des graphes re.diets 
Ac,, nAGI=¢, V~.j. 
"i'utte [ i0] a d6fini l'#paisseur O(G) d'un graphe G comme 6tant 
6gale au nbmbre minimum d'61dments d'une d~composition planaire de 
G. li est imm6diat de v(~ifier que 
O(G') ¢ (G), 
quelque soil G' sous~-graphe partie! de G. 
U~ graphe G d'er,aisseur h est dit h-mmcimal [6] si 
(Gu  {a})-- :h+l,  Va E" U {x..~] -A .  
x,y~S 
Le degr~ d(s) d'un sommet s d'un graphe (; ~tant ~gal au nombre de 
som~'nets adjacents it s. on pose 
dram(G)  - rain (d(s) ; s ES(;), 
dmax(G) = max (d(s);s ESG). 
gk repr~.sente la classe des graphes finis simples connexes ©t h-r~,gu- 
liers (d(s) = h Vs ~ S¢; ). 
On pose 
! ,  = rain (O(G); G ~ g,). 
S h = max(0(G); G ~ g~). 
Dans cet article, nous ~tablissons les rdsultats uivants: 
(i). l n = I + [~- n] ,  Vn entier~ 1. 
(ii).-i + [¼ (n + 
(~). td.,,., (G) ,~ 
D'autre part. nO!LS 
$.=I+ 
1i)1 ~Sn~ I + 2 |¼(n + l)],¥n entier,~ I. 
O(G) ~ Sa.,,..~(;). 
conjecturons que 
[~, (n ÷ I)]. 
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§ 2. Rappel de r~rsultats 
Nous donnons ici les ~nonce~s d'un certain hombre de th6or~mcs ¢on- 
nus, dont connaissanc~ t n~ccssaire pour la d6monstration des r6- 
sultats annonc~s en § I. 
6rant un r~el, ix[ repr6scnte l  plus p~:tit entier > x et [xJ repr6- 
~nte le plus grand cntier < x. 
1tl TI I I I .  0(G} 
T2 191. Si dma.~ (G) < h aloes G e~t sm~s-graphe partiel d'un graphe h- 
rSgulier. 
T3 i 3 I. Un graphe 2h-ri'gulier peut ~tre di~compos¢ ~ et: h semi-facteurs 
dis~)ints {h ~ I ). 
Un .~mi-facteur d'un graphe G esl un graphe partiel de G dont tous 
les sommets ont de degr~ 2. 
T4 [ I i. l~e graplw dbrdre 6n ct (6n-  2 ~r~ul~er est d'dpaisseur n 
qn:~ I1 
Nous noteron~, 8,  ce graphe qui esl ~al  au compi6ment de 3n copies 
de K 2 . 
T$ { I, 71. O(K n) = i,~ (n + 7)1, n ~ 4. (rood 6), n ~ 9. 
De plus, 
0(K 9) = 3, 0(K 4) = !, 0(Kio) : 3, 0(K22) = 4, O(K2s) = 5. 
§ 3. Calcul do I h ~. 5 (rood 6) 
Un graphe h-r~ulier d'ordre n a ~ nh armies. En utilisant T1 nous oh- 
tenons 
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nh 
ce qui enrtaine pour h = 6q" 
Or ~.?/(n .... 2) > q on a done Isq 
q ~ O, %LnotLs po~ns I 0 = I, 
('e rOsuitat peut ~$~crire ° 
( I )  16q. r~q+l ,q '~,O,  rT,~-O. 
De plus. B n E g6n -- 2' done  16n ,_ 2 'g O(Bn = ~1. n ~ I, 
&tire cctte in6galit~ de la mani6re suivante: 
12~ 16q,4 gq  + l, q ~ O, 
D'aulre part T3 ,::n~raine que 
f3) l:n g/2h+ 2. 
Dci l  ), 12) et (3) l~ous iirons: 
\ 
16~1 = 16~ * 2 TM I6q ,, 4 = q + I. 
;~ q + Ie t  ceci quel que soit l'entier 
Nou~ pouvons 
Mais ne sachant pas si 1 h ~ 1~. I, nous ne pouvons rien d~dutre pour 
I~  ,: et 16a, 3. il faut done 6tablir direc~ement ie r6sultat suiv~nt: 
Lemme I. 16q*t = q + 1 ; q ~ 0 etr  -- O, !, 2, 3, 4. 
D&~onstration. (,onsid~rons Ie graphe Bq ~ ! (avec q ~ I ). II est d'ordr¢ 
~l~(cf + ~ ). il est (6q + 4br6gulicr et O(Bq, I ) = q + !. Ce graphe cst le 
comph~mer~t, a un isomorphisme pri:s, de 3(q + I ) copies du graphe A ? 
~!voir fig. 1 ). 
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Les 3 ens~ 
Ct 
("2 
('3 
X pl 
$lttqt**~ S'}qkes ~ elo lP l l  ~.*'l),.,t Sgtt*t*,) 
~" b!cs d'ar~tes 
$1tg 
S'IItQ* t l e  It 
Fir. I. 
= {(.~ts~q+~), (,~:s]q.6) ...... (S]q+ 3s3q+4 } . 
= {q. , ,~ts~, . r , ) .  ( s2s3q .7)  . . . . .  {s ] , , , . ,3S .~q+5)}  • 
= {(.~1.~3q,7"~, ($2 : t3q .8)  . . . . .  (S3q.3.~:~q,6)} 
sont des couplages parfaits et disjoints de B~, z- L~'s graphes 
! lq , i  - CI" ll~q*l - -e l  U C z. [$q . l  - C t u C z U (7 3 
~,~ont done respect ivement ~16mcnts de 
.l~6q * 3" R6¢  + 2'  gbq  * 1 " 
De plus. 
O(Bq, t -C t  ~ C 2 u (3~< 0(B,~ + l C IU( . '= l ,~OqBq.z  - ( ' l )  
OtBq. i )=q + | 
En utilisant ( I ) on a done ddmontrd Ic  lcmm¢ ~uf  pour q = O. 
, La [iste des graphes dc fig. 2 termlnr: ' la d~mons~ration 
14 m 1 
I ,= I  10 w I , /  \. 
.... --,,qb.,. 
!.~. 2. 
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Lemme2.16q+s =q +1 ou q + 2; q :~ O. 
D~r~nstration. T5 entraine que O(K6q + 6) 
et ~ i ) en~aine !e r~sultat annonc~. 
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= q + 2,, donc 16q +: ~ q + ~ 
Reenarque. Si]6q+S =q + 1, on ne pourra pas obtenir  ce r6sultat en par- 
tar~_t tie B .  (n = q + 2~. En effet B .  a ~ (6v46n.,  2)) = n(18n- -6 ) -  6) 
.-rcguh~:r on enleve ~-(6n X 5) = 15n arctcs, et en cnlevant un graphc 5 ~, . ' J 
ar~tes. Ma isn(18n-6) - i5n= 18n 2-- 21n>(n-  i ) (18n-6)  = 
hombre max imum d'arEte~: d'un graphc d 'ordre On et d',~paisseur n -  1. 
De pluso s'il existe un graphe (6q + 5)-r~3gulie et , i '6paisseur q + !, il 
aura d'apr~'s T I n sommets  avec 
](6q + 5)n I .,: + I ,>. (~ff.2~ ~ n > 12{a + I ). 
Pour q = 0 et q = 1 nous avon~ d~'termin?' un grlaphe (6q + 5)-.rCgulier. 
dYpaisscur q-~- Ie t  avec n = ! ~ (a + I ) (vo i r  § 5.1). 
§ 4. Construction de 9raphes a partir d'un grail)he pl~naire 
l"heort'r'me i . G :'rant un grapt, e planaire a vant S = (s i . s 2 . . . . .  s n ) lmUr 
ensemble de somr~wts, et (Pi)- i = l, 2 . . . . .  r. ~tant r permutat ions  dis- 
tU~.tc,s de N = { i, 2, .... n } telles quc  Vk  ~- N ..~ 
d(s k ) + ~ d(s t) = h, 
{ i. 2 ..... ,} 
on peut  construire un fcraphe connexe  h-r~g~dh.r d'~(uzisseut ~ r + I. 
Demonstration. (I). r = I. Montrons pour r = I le princtpe de la ~on- 
structiop. 
Nous no~ons ~Gi), i ¢: A', [e:; graphes gsomorphes '~ G obtenus ¢n 
num~rotant s~ ]e somme( s /de  G, ceci V j  EN.  Le graphe H i = U i~ N G i 
est un graphe planaire. 
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On consid~r¢ maintenant ies n graphes G~, i E N, isomorphes/~ G 
obtenus de la mani~re suivante" 
• I 2 n 
GI  " l~Pt( l},  $p1(2 ) . . . . .  Spl(n)), 
G •  ,n 51 , n-  i = (spd I)'" pdz) .... Sptga )' 
o 
= {$p.A I) '  "~Pi(2) . . . .  SOt(n))' 
cette notation signifiant que G~ est obtenu/I partir dL G en num~ro- 
i tant s~,t0 ~le sommet s; de G, ceci Vi E N. 
Les entiers ~tant pals modulo n (avec n + I = ! ), nous poserons '¢i c N: 
G~=t~n- i÷l¢t) ,  I EN .  
"" Pt{,') 
Nous avons les propri~t~s suivantes: 
(a). S(;~ n SC;~ = ~, i ~ L En effet. G~ a un seul sommet s /o  ~ d'indice 
su~rieur !, par exemple: de m~me, G~ a un seui sommet 
sit( D d'indice mp~rieur I, et Pt (i) ~ Pl (1) puiHue Pt est une permuta- 
tion de N¢t  i "~ i. Ceci en:raine que le graphe H 2 = Ui~ ~,, G~ est planaire 
puisque constitu¢, dcn graphcs planaircs disjoints. 
{b). All * ,qAH~ = 0. En effet, les ar~tes de It t sont de la forme 
(sf, s i ) alors que celles de t/z sont de la l'orme (.~;. Sk t ) aveci * !. Ceci 
entraine que (H 1 . H i) est une 2-dt~composition planairc du graphe 
H=H! o H z. 
(c). H est un graphe h-r~gulier. D'al~res (b), 
avec p i (k 
. l .  + (s]). 
dtt, (s~ ) = d Gi (.~ ) = d (i (si L 
" i dHs(.~ ~ ) = d u2 tS p,(~ ) , 
}=j, et 
i = dG(s k ). dH2(Spt(k )) 
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Doric 
M. Chein. ~ur l'dpais~ de~ g~phes rdguliees 
dn(s ] ) = dG(s / ) + dG,(s k) = h 
d'apr~s les hypotheses du th~orb',ae. 
(d). H est connexe. II suffit tie remarquer que G~ est coanexe et que 
Sa'~ r~SG i * O, Yi  ~ N. Ceci entraine que tt~ tj G~ est coancxe,  done II 
est conncxe..  
(2). ('as g6n6ral. Soient (G it. t: ..... ir ). ii = 1,2, ..., n, i = I, 2, ..., r, 
n r exemplaircs du graphe G ay~tnt des ensembles de sommets  disjoints 
deux "~ de.'..~x,. L 'ensemble des sommets de G it" i~ ..... 0. sera repr6sent6 par 
(S~t. ;2 ..... ir ), V /~ N. 
On considbte lesr + I graphes H/, / = !, 2, ..., r + 1, suivants: 
H tes t  ie gr.aphe union des n'- graphes G it ' i :  ..... 6. que l 'on peut ~crire 
d,, la mani~re suivante: 
GI , !  . . . . .  1 ,1 -  G I ,  I . . . .  1 ,2 -  • GI, t . . . . .  I ,n .  
G l , l  . . . . .  21 .  G l ,  i . . . . .  %2.  • G i , !  . . . .  2 ,n .  
• . 
Gn,  n . . . .~1-  Ge .~t  . . . . .  ~.2 • • Gn,  n . . . . .  n ,n  
11 y an '  ~- i lignes, chaque ligne contenant  n graphes. En uti l isant la re- 
presentation d 'un graphe isomorphe ;~ G par I 'ensemble de ses sommets 
comme dans le cast  = l ,  on obtient (] variant de ! ~i n): 
($ / ,  t . . . . .  1 ,1 ) :  ($ j ! , i  . . . .  1 .2 ) ; , . .  : ( ,$~.i  . . . . .  l .n ) ;  
H 2 est d6fini par le tableau suivant (les entiers 6rant pris modulo  n, 
et i variant de l ~i n)" 
§ 4. Construction de graphex dpa~tir d 'un ~,~ohe pl~r~¢ I 5 5 
..I. i . . . . .  2 ,~) ;  
° 
(.sp~(i) , a ,  i); 
{~I,I ..... l,n+l - , f~l,l ..... I,I+ 
,r., I . . . . .  2 .n+~ . - i ) .  . f . l ,  I . . . . .  2, I + i ) ,  
-p i ( i  ) , '- , xaPl l i  ) 
" ' '  " "  " " "  " . . . . .  " '  
II~.+I est d6fini en rempla~ant p~ par Pr dans H 2 et en faisant varier 
en premier le premier indice sup~rieur: 
[~i, I, 1 . . . .  I i~i[ ,~ ) i , l , I  . . . . .  I )~ ... ., "vr~i~ ' ); ( .r ~- " "~r~+~+sl+i'i'n" I);
a. 2, m . . . .  I 
(..~. n. g .... "); 
=~( i J  
(~a~*l-~.2, I . . . . .  t j , . . . ,  f~ l * l ,2 ,1  . . . . .  I ) ;  
l~n*l v,a,n, n . l~.l+i.n,n, a). " ' ' '  ),b " " ' '~ 
"' I¥( i )  " " . '  "af4eli) 
Nous avo,~s les propri6t6s tdvantes: 
qak Les n r exemplaires de G qui appairaissent dans un graphe H~ ont 
des ensembles, de sommel:, disjoints deux ~ deux. En effet, deux som- 
me ~s ayant m~mes indices sup6rieurs, apparaissent dans une m6me ligne 
mais ils on! alors de,; indices inf~rieurs dilT~rents puisque Pi(/) ~ Pi (k) 
sii ~ k. Celte prorri~t6 entraine que tousles graphes Hj sont planaires. 
{b}. AHr_/+~ nA, , ._ t+:  = 0. 1 < I < / '~  r + I. Une ar6te de Hr_,+ 2 
est de la forme 
( j l ,  i2 . . . . .  t i -  bP . i :+ l  . . . . .  i r  ,~,il.i~ ..... i j - i .q ,  i i+ l  . . . . .  it), 
avec p • q. Pour unc attic de P.,_/+ 2 les indices sup~rieurs ~ront 
~gaux ~ut' ceux en/ibme position, et comme i ¢ / le r6sultal est bien 
ddmonu¢ 
(cj. Aul  F, An, ~ -- 0. V ic  {I. 2, .... r + I} . En effet, un. ar~te de H ! 
es! constitute de deux sommels ayant mc:'mes indices sup,Meurs ce qui 
n'est jamais le cas pour H i. i > I. 
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Les pro;wi~t~!s (a), (b) et (c) entra inent  qu¢ (H t , H 2 .. . .  , l i t  + l ) est une 
(r + ! )-d~composit ion plan~ti~ du graphe H-  111 u I t~  u ... u H ,  + t . 
(d ) .  t l  est h-r,~gulier. 
d..,s~.,~,~ I . . . . .  ' )  = d~,t,(s~" I . . . . .  t )  + du~(s [ ,  t . . . . .  l )  + , . .  
+d. . . .~(s [ "  . . . . .  ~), 
dH,(s]  '~ . . . . .  =) = d~;(s~), 
Pour J > I, 
avec Pi  - I (I) = t. Or 
~.~ (s~; ~.. . ... ,~t) ~ ) = d~ ~'~), 
done 
a ,~~ " l . . . . .  J ) = O( ;{s l  ) + 
d'apres les hypothbms. 
pi l J~ = l 
(e). !t est : 'onnexe. Consid~rons ie premier graph¢ de la premit~-re 
|igne de H 2 qu~ !'o~ note H/. l |1 est reprt~sent~ par  
(;$1, ~ . . . . .  L i ) ,  ViE  N. 
Pt ~ii) 
Ce ~'aphe rend connexe la premiere ligne de H r , c'cst-fi-dire que 
HL u "I" HI .--" 
est connexe. En ef:et H~, I est connexe et 
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De mer,~e, H 2' t rend connexe la deuxi~me ligne tie t t  i et le premier 
graph,- de la derrri/~re ligne de I I  2 = H~ r- t renB connexe la derni~re light 
de ! t  I . Nous consid('rons les premiers graphes de deux iignes quelconques 
adjac,.'ntes tie i l  t : ils sont de ia forme 
(.,./,.,, ..... ,, ,. l.~,, ..... ~,). (s/,.i, ..... i i - ,+ t. t.,.. ..... i.). 
Ces deux graphes, done les deux iignes, ~xmt rendus corlnexes par le 
graphe 
(~i i .  i2 . . . . .  Ja ~ l . r .  : . i i÷ l , - - . . i r  L 
• Pr - .  i * 2{ !i) 
t;ui esi un grapile de ilr....i÷ ~. 
§5.~AII~IcMI h. h -=- 5 (mod 6) 
5.1.16q,s ==q + l~ '~mrq=Ot ' tq= I. 
~a.) l.e graphe de fig. 3 est 5-t;. 'gulier, planaire e ta  i 2(q + 1 ) = 1 2 som- 
l~iets. 
(bk On con~ldbre le graphet,; = ( ; l  u G 2, G l e l  G 2 etanl isomorphes 
au graphe de fig. 4; les noms des sommets de G i /~tant non entour~s, 
ceux de G 2 ezant cntourrbs. I! e.,,t fa~:ile de v,~rifier que ,4~; 1 :" A(;~ = 0. 
D'autre part, G 1 et G z ~nt  l -maximaux done (; es~ 2-maximal. II est 
l I-r#guiier e ta  12(q + !) = 24 sommets. 
llg, 3, 
158 M. Chein, Sue t'ipmsseue des graphes r~gulter~ 
/ 
.-! / \  ,~+ - -~  / ,. /'T., 
/ ' ~  +' . . I ,1  ~-  4" i  , + 's ' \  
F~. 4. 
) ,q'> 
5.2. Une famille de graphes I-mct¢imaux. Nous alions construire une fa- 
mille de graphes G., n ~ O, G n 6tant l-maximal et ayant 
x n = 2n + 13 sornmets de degr(~ 5, 
),,) -- 8n + 22 sommets de degr6 6, 
- -- 2n + i sommets de degr~ 7. 
Consid~rons le graphe de fig. 5.11 est 1-maximal (toutes ses faces sont 
triangulaires) et a 
! sommet de degr~ 7 . Z, 
22 sommets de degr6 6: ~ ~i)i, 
13 sommets de degr6 5: (Xi) i. 
En ajoutant des sommets et des ar6tes, comme indiqu6 en pointili~s st:r 
la fig. 6, nous conservc, ns un graphc l-maximal et nous faisons les op6- 
~t ions suivantes: 
~ i ) nous ajoutons 5 sommets de degr~ 6" U], U 2. U 3, U 4, Us; 
(2) nous ajeutons 7 sommets de degr6 5' V l, V~ .... , V 7 ; 
(3) nous transformons 5 sommets de degr~ 5 en ~mmets  de degr6 6" 
• P 
XT. Xs. Xlo..~ 12, Xt3 ; 
(4) nous transformons 2 sommets de degr6 6. Yl0 et Y~,. en s~mn~ets 
de degr6 7. 
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"%.. 
X\ 
Y,a . .  '" v~, y. - _~ y~ 
" _ . - ~ ' ~  . ! ~ ~,, 
I 
"~. :it" "" Y12 ~ ' ' "'" 
/ y ~ o  \ "%S " ." i ~'\ 
• ' \ '~ - - - - -~ '  I '~ " - .  
I . . . .  '-'- 
.:-- . - .- - . - : .  .. . - . . . .  ~-i_~21_- . . . . . .  .-:_:=:__:-_:- 
l - i~.  S .  
Le graphe situS" dans fig. 5. c'est-/~-dir? avant les transformations pr~- 
c~dentes./l l'int~rieur du cycle Z. Y22. Y~. YI3, Y~. Y6. Ys, Y9, YI6, Yzl 
est isomorphe '~ ¢elui s i~  dans la fig. 6 ~ l' int&ieur du cycle Xt0, X s, 
Ytg, Xt3 YJ:~, Ytt, YIo, Xt2, )'tT. XT. Nous pouvons done recommencer 
les transformations ( 1) - (4) ") i'int0rieur de ce dernier graphe. En faisant 
n Ibis ',ette opbralion naus obtenons tin graphe G n avec 
x n -x ,  t + "I _. 5 = x n _ t + 2 sommets  de degr6 5, 
= -~ 5+5 "~ =yn I +8s°mmetsdedegr66 '  3't; ) 'n  .... I - "  " - 
-n - ' , - I  . sommetsdedegr~7,  
et avec v n - ! 3, )'0 = 22 et z 0 "-" I on obtient bien le r~sultat annonc~. 
5.3. Construction d'un graphe (6q + 5)-r~gulier d'~paisseur q + I. Pour 
q - 0 et ! nous venons de r~soudre le problb.me (§ 5.1). 
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'% % Y? % 
)T':'.- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ,~(  ................................... -'~' ......................................... .' 
t 
y .  / 
' "~  . . . . . . . . . . . . . .  ?% . . . .  ~. ....... , t  ....... . . . . . . . . . .  ,I,,'" 
x.~ /' " ' " '~'''" ' " ' \  1",, 
"r'~<[ - ' " , : 'V  u ,  ... , : , , '  u.~' , JY lo  • 
! \ " ..~ ~" :  l !  
: ..,y .l ira I 
- ] ~ . ~ , 
! f 
f 
Z 
Fig, @. 
la~. q = 2. Nous ¢onsid~rons le graphe G O de la famille d~finie pr~c~- 
demment (voir § $.2). G O a 
i sommet de degr~ 7, 
22 sommets de deg, r~ 6, 
I3 somrnets de degr~ 5. 
Soient I t. 1' 2, ! 3 trois ensembles d'entiers ordonn6s d~finis par 
/ t = 7 ,6 ,6 ,  .... 6, 
t 2 = 5 ,6 ,6  ... .  ,6~ 
13 = 5.5,  5, .  .... 5. 
i l  fo i~  
La matdce M d6finie par 
§ 5. Calcul de 1 h. h ~ 5 :mod 6) 
ll 12 13 ) 
M = i 2 13 1 ! 
13 Ii 12 
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est telle que si X = (xi) i = 1,36 est la premiere ligne de cette matrice, la 
deuxi~me iigne de M est une permutation de X ainsi que la troisi~.me. 
La ligne contient un 7, vingtMeux 6 et treize 5, donc X peut ~tre 
consider6 comme une num6rotation des sommets de G 0, les deux autres 
lignes d~finissant deux permutations, v~rifiant les conditions du th~o- 
r~me I car la ,:omme des ~16ments d'une m~me colonne de M est con- 
stante et ~gale/~ 17. En appliquant le r~sultat du th~or~me 1 fi partir de 
G o on obtient done un graphe 17-1"~gulier t d'~paisseur g 3. Or d'apr~s 
le lemme 2 l'~paisseur d'un tel graphe est t~gale A 3 ou 4 donc I l-t = 3. 
(bL q = 3. O11 applique le th~or~me I et le lemme 2 au graphe G I en 
consid~rant les 3 permutations d~finies par les 3 derni6res lignes de la 
mat rice M: 
t| 12 13 14 ) 
12 J3 14 l! 
M= I~ 1( 1 ! 12 
14 I l 12 13 
4 
(m#) = 23, V/, 
i=l 
et  
/t = 7, 7, 7, 6, ..., 6, 
12 := 5, 5, 5, 6, .... 6, 
13 :- 5, 5, 5, 6, ..., 6, 
i 4=6,6,6,5 .... ,5. 
9 fois 
et la l[gne I 1121314 cont~ent x I 5, Yl 6 et z t 7, donc correspond fi une 
num6rotation des sommets de G i . On obtient ainsi/23 = 4. 
Nous pouvons g6n6mliser ces deux constructions en distinguant q pair 
et q impair. 
(c). q = 2k + !. F~ot~s ai!ons construire un graphe r6gulier de degr6 
6(2k + I ) + 5. Pour cel;t, nous consid6rons ie graphe G2k _ t et les en- 
sembles d'entiers ordonn6s d6finis par: 
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I I 
12 
12t - 1 
I,.~ 
f2,2 
=77777 
=77777 
i . * ° .  
° . . = 7  
=77775 
55555 
5 .  .5  
. . ~ . 6  
=55556 
=66666 
=66666 
=66666 
M. Chein, Sur i~paisseur ales graphes d-d'~.dtert 
6666666 
6666666 
5555555 
7 ¢okmne~ 
Et consid~re llt matr ic  ~. ayant  I t 1213.., 1~ +2 pour  premi/:re ligne et les 
2/; + 1 permutat ions  circuqaires pour  autms lignes, Darts chaque l igne on a: 
le nombre de 5 est 4k + 4 + 7 = 2(2k --. • ) + 13 = x~ .,., t, 
le nombre  de 6 est i 2 + 712k + ! ) + 2k + 2 '7 - ,.'~I '~i'~ ,.,, -- ! ) + ~~_. = 
Y2k-  1 ' 
le nombre  de 7 est 4(,~ - 1 ) + 3 = 212k -- 1 ) + i = 22k . _  I " 
De plus, la somme des ~l~ments d 'une  mOne co lonne de cette matrk~e 
est constante-et  ~gale a 5~ 2k + 1 ) + 5 puisque nour~ avons dans role co- 
ionne:  
n -6  -v p- 7 + (p  + 1). 5 = 5(n + 2p) + 5, 
n + 219 + I = 2k + 2. 
Fn uti l isant le theor~me ! on obt ient  
1~2k+1)*5 6 2/`" + ~ 
el avec te leinme ~9 
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done 
/6q+ S =q + I ou q + ~' 
1612k+I~+5 = 2k + ~ 
(d). q = 2k + 2. On consid~re G2~ et l 'enszmble de lignes d~finies par: 
/ t =77777 
t ,  = . . . .  5 
i 3 = . . . .  5 
l ,  = . . . .  6 
• • * o • 
= 72.7 .7_ 6 
lt~÷t =55556 
/z, ~.~ =5555.  
12k-2 = 6666.  
12~" + 3 =66666 
166 . . . .  6 
66 . . . .  6 
5~ . . . .  5 
"': colonrlc~. 
On consid,bre la matrice ayant I l I , . .  12k +3 pour  premiere ligne et les 
21 + " permutat ions circulaires pour autres lignes. Dans chaque iigne: 
le hombre de 7 est 4k + 1 - 2"2k + i = z2k .  
le hombre de 6 ¢st 8 + 2k + 7(2k  + 2) = 8 .2k  + 22 = Y2k ,  
i enombredeSest , * (k+l )+2+7=2"2k+ 13 = x 2k . 
La somme des ~i~ments d 'une m~me colonne est bien ~gale fi 
b(2k + 2)+ " : ,  on peut done appl iquer le m~'me raisonnelnent qu'en le 
cas  (c ) .  
Le lemm~ 1 ct (a~. (d )¢nt rmnent :  
. _  I Thth~r~'me 2. /n I + l~n l ,n )  I. 
Ce thdoremt, permet de d~montrer  le r/~sultt,,t suivant" 
Corollaire !. Si G est un graphe tel que dmi., = 6q+r avec 0< r< 5. alors 
O(G) ;~ q + I = l j . .  . 
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Er, effet, le nombre d'ar(~tes de G est 
m l ] + r)[, 
donc m ~ 3qn. D'apr~s T l, 
done 
Or 
donc 
/)(G~ ~ ] 3-q-n-- [
3n -6  
3.~P! 
3n '---6 > q' 
O(G) ~ q + I 
Ct 
q+!  =14m, .
d'apr~s le ~.h~,or~me 2. 
Th&w~e 3. Si dmi n et dma x repr~sentent le degrd minimum et le d~.gr~ 
maximum d ~m graphe G on a 
/dm, n < O(G) < Sdmax 
l)6hl~ons~ation, Le corollaire 1 ci-dessus entraine la premi~bre in~galit~. 
Le th~orbme T2 entraine la deuxi~n=e in~galit~; en effet, T2 cntraine 
qu'il existe G' ~ g4max avec G c G', or O(G') < S, ima x et O(G) < O(G'). 
§ 6. Une paim de bomm pour S h 
Le th~or~me T3 entraine les in~g31it(~s suivantes: 
(4) S2t < $2 , -2  + I < k. Vk :~ 1, 
t~ ~#rencex 16 5 
puisque tout graphe 2k-regulier peut Otre d6compo~ en k semi-facteurs 
disjoints. 
D'autre part, T2 permet d 'af l i rmer que 
{5~ S h ,~ .s;h+ ~ . Vh  ~ I. 
En effet, supposons que S h "> Sh+ I . Ceci signifie qu' i l  existe un graphe 
G ~g~ aw:c 0(G)> S,~ +1 : mais C est sous-graphe partiei d 'un graphe 
G' de ,Oh + t, il y a done contradict ion. 
Itobbs and Gro~man [81 ont d6montr6 que les graphcs K4t  _ I, 4t l 
6taient (t "~ 1 )-minimaux. Den,." 
16) O(K4t 1.4t 1 ) =t+l .  VI~" I. 
D'autre part, OlG"t < O(G) st G' c Get  16) entrainent:  
~7! O{Kat - l+ , .4 t  I+, )=t+l -3 :~r~0 
{resultat d6j~l etabli en |21 ). (4~ et (7) e ~t,ainee.t: 
! 
I+[~(n+l ) ] ,~S, ,¢ l+2[ i  ;~+i)] .  Yn~ i. 
Nous pen.3ons que la borne infdneure es,; la valeur exacte de S,~. 
Je tiens ~ remercier mon ami Charles Payan pour I'aide inestimable 
qu'i l  m'a fournie po~r ce travail. 
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